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圆形薄膜预应力测量
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摘要：通过测量薄膜在均匀载荷下的中心挠度变化可以推算出薄膜的预应力，达到无损测量的目的，为了验证这

个方法的可行性，运用 Von Karman’s 方程计算薄膜的挠度与预应力以及均匀载荷的对应关系，并运用有限元软件建

立模型对薄膜进行建模分析。设计实验测量薄膜在均匀载荷下的中心挠度大小，根据实验数据运用 Von Karman’s

方程以及有限元软件进行仿真分析。结果表明，Von Karman’s 方程可以用于大径厚比的高分子薄膜材料，可以通过

这个方程计算均匀压强下的薄膜中心挠度变化，利用方程推算薄膜预应力的方法能够应用于实际的薄膜上，为薄膜

后续使用提供测量预应力的基础。

关键词：预应力；圆形薄膜；位移

中图分类号：TU358  文献标识码：A  文章编号：1001-3539(2020)03-0109-06

Measurement of Circular Membrane Prestress
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Abstract ：The prestress of film can be calculated by measuring the change of the central deflection of the film under the 
uniform load. In order to verify the feasibility of this method，Von Karman's equation was used to calculate the relationship between 
deflection and prestress and uniform load. And the finite element software was used to establish a model for the film modeling 
analysis.  Experiment was designed to measure the central deflection of thin film under uniform load. According to the experimental 
data，the Von Karman's equation and the finite element software were used to carry out the simulation analysis. The results show that 
the Von Karman's equation can be used for polymer thin films with large radius-thickness ratio. The central deflection of thin films 
under uniform pressure can be calculated by this equation，which providing a basis for measuring prestress for subsequent use of thin 
films.
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高分子薄膜厚度薄、质量轻、种类多，在微电子

领域可作为敏感元件及半导体器件等各种器件，是

实现器件和系统微型化的有效的技术手段之一 [1]。

薄膜内应力的分布能够直接影响微电子薄膜器件的

寿命及性能。在光学方向，薄膜可作为反射膜、干涉

滤波片等 [2]。美国于 2010 年开展了衍射薄膜成像

项目 (“MOIRE”计划 )。衍射薄膜是将以衍射光

学为工作原理的菲涅尔透镜制作在薄膜基底上的光

学元件，具有质量轻、厚度薄、公差容限大等优点 [3]。

无论对于哪种类型的薄膜来说，结构刚度都是

一个十分重要的参数。而薄膜是柔性体，它的结构

刚度主要取决于边缘几何外形和预应力水平 [4]。所

以在应用时预先施加合理大小的预应力对薄膜后续

使用十分重要。而且预应力不仅与薄膜的成型和使

用寿命息息相关，其引起的形变也会影响薄膜光学

性能与力学性能 [5–6]，所以测量预应力是薄膜的一个
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重要课题。如今薄膜的应力检测技术主要分为以下

几种方法：

(1) 1906 年 Stoney 提出经典的 Stoney 公式。

Stoney 公式主要描述了薄膜应力变化与引起的基

底曲率变化之间的关系。由此衍生了 Stoney 公式

法利用测量基底曲率变化来测量薄膜残余应力的方

法。基底曲率法、激光干涉法、光栅反射法等均是

Stoney 公式法的一种 [7]。但这类方法比较适合测量

薄膜成型中或者成型后的应力，对后期薄膜无基底

应用时的预应力无法进行测量。

(2) X 射线衍射法是通过测量应力引起的点阵

间距变化所导致的弹性应变转换为应力的测量方法
[5]。微观拉曼光谱法是利用激光拉曼光谱技术标定

出纤维所受应变与拉曼光谱频率位移之间的关系来

测量薄膜应力 [8]。这类方法是通过测量微观变化量

再转化成应力大小，使用的仪器大多比较昂贵，并且

对薄膜的材料特性有一定的要求。

(3) 应力应变片是通过贴在被测物上，通过测量

被测物应变变化来计算应力大小，在应力测量方面

有广泛的应用。但是应力应变片是接触式的测量，

对于柔性体的薄膜来说，使用时十分容易使薄膜产

生褶皱，影响测量结果，同时会影响到薄膜后续使

用。

(4) 拉伸法是在薄膜边缘节点处安装载荷传感

器，拉伸薄膜直接测出应力的大小。这样直接测出

的应力数据可靠性高，但是测量的是薄膜的变化量，

而且有时可能对薄膜造成破环。

(5) 2001 年日本尼康株式会社的铃木用掩模版

膜内应力测试装置及方法向美国申请专利 [9]。介绍

了薄膜对冲击响应产生的振动频率反馈推算出薄膜

预应力的测量方法。日本鹿岛建设株式会社运用了

薄膜对均匀载荷产生的位移变化推测应力的位移法
[10]。这两种方法无需对薄膜进行破环就可以测得薄

膜应力，缺点是对薄膜前期的建模、标定及边界的设

定条件比较难。

而对于装配好的薄膜来说，需要一种不会影响

到薄膜后续使用的无损测量方法。而且使用中的薄

膜无法主观直接改变预应力的大小，需要测量应力

绝对值的方法。对于这两点需求，应力应变片、拉伸

法、微观拉曼光谱法等方法都不适用。位移法和频

率测试法是一种无损测量薄膜应力绝对值的方法，

其中位移法控制的变量相比于频率测试法更少，实

验更加简单。

对于不同材料和形状的薄膜，位移法都需要前

期的建模与标定实验。日本鹿岛建设株式会与同

济大学等均对建筑上矩形薄膜进行了分析与实验
[11–12]。重庆大学的吴建梁等对圆形薄膜进行了理论

分析但是缺少实验验证部分 [12–13]。

笔者主要是利用位移法测量圆形薄膜预应力。

考虑理论与实验的结合。首先设计实验利用密封腔

改变对薄膜作用的均匀载荷，测量得出均匀载荷下

薄膜的中心挠度。然后用有限元软件 ABAQUS 建

立的模型求出预应力的有限元解，再利用理论方程

建立模型求出中心位移，与实验及有限元解进行对

比，判断位移法能否应用于圆形聚酰亚胺薄膜预应

力的测量。

1　理论计算圆形薄膜预应力

Von Karman 于 1910 年提出薄板大挠度理论的

微分方程——Von Karman’s 方程。随着工业的发

展，理论模型在不断完善 [13–15]。图 1 为薄膜受力简

图，其中 r 是薄膜径向坐标，取值 0～R ( 半径 ) ；q
是施加的均匀载荷。

q 

r

图 1　薄膜受力简图

根据 Von Karman’s 方程，推导出施加均匀预

张力圆薄膜的基本方程与圆薄膜变形协调方程见式

(1)、式 (2)[15]。
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式中：Nr 是薄膜单位长度径向力；w 是挠度；E 是弹

性模量；h 是薄膜厚度。

边界条件：r=R 时，w=0，u=0，u 为薄膜径向位

移。r=0 时，Nr 有限。引入无量纲变量：
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其中 N0 为预应力；υ 为泊松系数。

则方程 (1) 与方程 (2) 可以改写并合并为：
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薄膜边界条件为：当 x=1 时，2(xSr)′ – (1+υ)(xSr) 
= S0 (1–υ) ；当 x = 0 时，Sr 有限。

方程 (9) 在边界条件下的解为
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a 是预紧力与泊松比以及测量点位置决定的参

数，可通过计算求解。

 af a f a Q a S2 1 1 0'
3
2

3
4

0y y y- + - - =-
^ ^ ^ ^h h h h  (12)

可由式 (10) 求得 a 后，再将 a 代入式 (12) 求得

S0，可得预应力大小。反之也可求得相应预应力下

的薄膜中心位移。

2　有限元分析

在数学中，有限元法是一种为求解偏微分方程

边值问题近似解的数值技术。有限元不仅计算精度

高，而且能适应各种复杂形状，因而成为行之有效的

工程分析手段。而 ABAQUS 是一套功能强大的工

程模拟有限元软件，可以解决从相对简单的线性分

析到许多复杂的非线性问题。

考虑到薄膜结构的特殊性采用 ABAQUS 中的

三维壳单元建立模型。赋予模型相对应的参数见表

1。通过静力通用分析步对薄膜边缘施加均匀径向

边载荷，模拟薄膜预应力。运用动力隐式的分析步

对薄膜施加压强，使用三角形的自由网格对薄膜进

行网格划分。有限元模型的网格划分见图 2。
表 1　薄膜材料参数

项目 数值

厚度 h／mm 0.03
弹性模量 E／MPa 5 000

泊松比 υ 0.34
密度 ρ／(g · cm–3) 1.4

半径 R／mm 63

图 2　有限元模型网格划分示意图

利用边载荷施加 1 MPa 预应力，薄膜面内应

力分布见图 3a。确认薄膜施加边缘载荷后薄膜面

内应力分布均匀，可以用此方法模拟预应力的施

加。在面上施加 10 Pa 均匀压强，通过后处理程

序查看薄膜面内位移，见图 3b，薄膜中心位移为

0.316 5 mm。

a—应力分布；b—位移分布

图 3　薄膜面内应力分布及位移分布

3　实验测量预应力

实验使用的薄膜为聚酰亚胺薄膜，与有限元分

析对象一致，薄膜参数见表 1。为了对薄膜施加均

匀载荷，将薄膜的一面密封形成一个密封腔，利用气

压缸改变密封腔内压强，产生的压强 q 为均匀载荷，

用压差表测量压强 q。利用测距仪测量薄膜中心挠

度产生位移变化 y0，记录薄膜中心点的位移数据。

图 4 为实验原理示意图。

将装配好的薄膜一面与一个口径和薄膜框口

径相同的钢板相连接。并用密封胶将空隙补好形成

一个密封腔。采用德国德图 testo510 压差表测量气
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压值，精度为 1 Pa。利用气压缸向密封腔内充入一

定的空气，形成与外界的压强差。经过一段时间确

保压强无变化来证明所形成的空间的密封性。连

接好仪器，压差表归零，利用气压缸改变密封腔内

压强。每增减 5 Pa 压强记录测距仪的数据及对应

的压强。测距仪采用基恩士 LK–H022K 型，精度为

0.001 mm。图 5 为实验装置图。

图 5　实验装置图

表 2 为实验得出的结果，其中数据 1 与 2 是第

一组预应力下的两组重复实验的数据；数据 3 与数

据 4 是第二组预应力下的数据。
表 2　实验数据

压强／
Pa

第一组预应力下的位移／mm 第二组预应力下的位移／mm
数据 1 数据 2 数据 3 数据 4

5 0.024 0.021 0.032 0.032
10 0.043 0.04 0.060 0.060
15 0.062 0.061 0.089 0.093
20 0.085 0.083 0.118 0.122
25 0.105 0.101 0.147 0.150
30 0.125 0.122 0.175 0.179
35 0.144 0.140 0.204 0.209
40 0.164 0.163 0.230 0.236
45 0.180 0.181 0.258 0.260
50 0.201 0.199 0.286 0.289
55 0.220 0.218 0.313 0.314
60 0.238 0.238 0.336 0.337

4　结果与分析

得到数据后，进行以下几步数据的处理计算。

(1) 任选一个压强下的薄膜中心位移数据作为

基准，运用有限元求出对应的预应力。

例如，数据 2 中，在 40 Pa 压强下薄膜中心位

移为 0.163 mm。利用有限元求出薄膜预应力为

7.933 MPa。图 6 是有限元应力分布及位移分布图。

(2) 改变压强，用有限元计算在该预应力下其它

压强对应的薄膜中心位移。

(3) 计算在该预应力下，薄膜在各个压强下的中

心位移的解析解。

例如，将预应力 N0=7.933 MPa，压强 q=40 Pa
及薄膜参数带入公式 (7)、公式 (8) 可求出 Q = 
194 100，S0 = –1 237 600。

再将参数带入公式 (12) 为：

 2 1.34 0.66 0af a f a Q a S'
y 3

2
3
4

0 #- - =-
^ ^h h  (13)

求得 a=2.0×10–8，以及待求的为薄膜中心位

移 x=0。将参数代入式 (10) 求得薄膜中心位移 y 为

0.159 mm。

(4) 另选择一组或者几组数据重复 (1)～(3) 步
骤，确认数据的可靠性。

例如，20 Pa 压强下薄膜中心位移为 0.083 mm，

有限元求出薄膜预应力为 7.794 MPa。再求出在对

应预应力不同压强下的薄膜中心位移的解析解及有

限元解。

(5) 将上述计算数据与实验数据进行对比。表

3 为第一组预应力下的数据计算结果，其中 A 为

7.933 MPa 预应力下的薄膜中心位移的有限元解，

B 为 7.933 MPa 下的薄膜中心位移的解析解，C 为

7.794 MPa 下的薄膜中心位移的有限元解，D 为

7.794 MPa 下的薄膜中心位移的解析解。图 7 为实

验与计算结果的对比散点图。

第二组预应力下运用相同的方法进行计

算。由数据 4 得出在 35 Pa 压强下薄膜中心挠度

a—应力分布；b—位移分布

图 6　有限元应力分布及位移分布

 

q
y0

图 4　实验原理示意图
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为 0.209 mm，有限元计算预应力为 5.468 MPa ；

45 Pa 压强下薄膜中心挠度为 0.258 mm，有限元

计算预应力大小为 5.694 MPa。再进行不同压强

下的薄膜中心挠度的计算，图 8 为结果对比图，其

中 E 为 5.468 MPa 下的薄膜中心位移的有限元解，

F 为 5.468 MPa 下的薄膜中心位移的解析解，G 为

5.694 MPa 下的薄膜中心位移的有限元解，H 为

5.694 MPa 下的薄膜中心位移的解析解。

0 20 40 60
0.0

0.1

0.2

0.3
1

2

34
5

6m
m

Pa

1—实验数据 3 ；2—实验数据 4 ；3—E ；4—F ；5—G ；6—H

图 8　第二组预应力下实验与计算结果的对比散点图

通过上述理论与实验的验证，在同样大小的均

匀载荷下，理论模型与有限元模型计算的中心位移

误差均在 6% 以内。在取不同的压强组作为计算预

应力的参考值时，预应力的差值也在 2% 以内。

5　结论

(1) Von Karman’s 方程可以用于大径厚比的高

分子薄膜材料，可以通过这个方程计算均匀压强下

的薄膜中心挠度变化，利用方程推算薄膜预应力的

方法能够应用于实际的薄膜上。

(2) 从原理上实现了薄膜预应力的无损测量，无

需和薄膜有相应的接触，任选几组压强可求出薄膜

预应力，不会导致载荷过大对薄膜产生破环。

(3) 位移法测量的是薄膜应力的绝对值，而不是

拉伸法或者应力应变片等方法测量的变化量。在实

际应用时，对于已经装配好的薄膜镜来说，无法改变

薄膜预应力，但是需要判断装配好的薄膜的预应力

是否与预期施加的预应力符合，可以通过均匀载荷

下测量中心挠度的方法来验证薄膜的预应力是否与

预期相符合，也可以通过这种方法测量薄膜长时间

使用后预应力的变化来判断薄膜是否失效。
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